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lkjka'k 

bl 'kks/k i= esa çfrykse ;wyj QkbZ&Qyu ij fopkj fd;k x;k gS] fo'ks"k :i ls ml iw.kkaZd n dh 
igpku ij eq[; /;ku dsafær fd;k x;k gS ftlds fy, ϕ(n) ,d fufnZ"V eku k ds cjkcj gksrk gSA tkap 
O;ofLFkr :i ls leL;k dks vyx&vyx ekeyksa esa foHkkftr djrh gS] lek/kku çnku djrh gS vkSj lek/kku  
dh laHkkfor la[;k dk vuqeku yxkrh gS] ;fn gksA dkjekbdy VksfV,aV Qyu vVdy dks çekf.kr 
djus esa ,d mYys[kuh; ;ksxnku fufgr gSA çfrykse ;wyj QkbZ&Qyu dh lhfer le> dks ns[krs gq,] 
fo'ys"k.kkRed –f"Vdks.k ;wyj QkbZ&Qyu ds xq.kksa vkSj k ds vHkkT; xq.ku[kaMu dk ykHk mBkrk gSA 
çLrkfor 'kks/k i= mu ekeyksa ls 'kq# gksrk gS tgka k dk :i 2p tSlk gS] vkSj fQj fVIif.k;ksa ds vk/kkj  
ij blds nk;js dk foLrkj djrk gSA ,d egRoiw.kZ ifj.kke] çklafxd çes;ksa ds lkFk k = 2l ekeys ds 
fy, ,d O;kid lek/kku fudkyuk Hkh gSA lkFk gh k = 2lp ds fy, fu/kkZfjr lek/kku dh Åijh lhek dk 
irk yxk;k x;k gSA 'kks/k i= var–Zf"Viw.kZ fVIif.k;ksa ds lkFk lekIr gksrk gS vkSj vkxs dh tkap ds fy, 
çklafxd ç'u mBkrk gSA

Abstract

This paper considers the inverse Euler phi-function, with a particular focus on identifying the 
integer n for which ϕ(n) is equal to a specified value k. The investigation systematically breaks down 
the problem into separate cases, provides solutions, and estimates the possible number of solutions, 
if any. A notable contribution lies in proving the Carmichael totient function conjecture. Given the 
limited understanding of the inverse Euler phi-function, the analytical approach takes advantage of 
the properties of the Euler phi-function and the prime factorization of k. The manuscript starts with 
cases where k is of the form 2p, expanding its scope based on observations. An important result 
is the derivation of a generalized solution for k = 2l with some related theorems. The upper bound 
of the solution set for k = 2lp has been found. The paper concludes with insightful comments and 
raises relevant questions for further investigation.

eq[; 'kCn% çfrykse ;wyj QkbZ&Qyu] ;wyj QkbZ&Qyu] dkjekbdy VksfV,aV Qyu vVdy

Keywords: Inverse Euler phi-function, Euler phi-function, Carmichael Totient Function 
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ifjp;

;wyj QkbZ&Qyu ¼Euler Phi-function½] ftls ϕ(n) }kjk fu:fir fd;k tkrk gS] la[;k&fl)kar 
¼Number Theory½ esa ,d çfl) Qyu gS tks n ls de ;k cjkcj mu /kukRed iw.kkaZdksa dh la[;k dh 
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x.kuk djrk gS tks n ds fy, vis{kk—r vHkkT; gSaA 
nwljs 'kCnksa esa] ϕ(n) iw.kkaZd la[;k k gS ftlesa 1 ≤ 
k ≤ n gS vkSj e- l- i ¼k,n½ = 1 gSA

çfrykse ;wyj QkbZ&Qyu ¼Inverse Euler Phi-
function½ og Qyu gS tks ;wyj QkbZ&Qyu ¼Euler 
Phi-function½ dk mYVk gSA ;wyj QkbZ&Qyu esa] 
gesa ,d ldkjkRed eku "n" fn;k tkrk gS] vkSj 
blds Qyu dh k ds :i esa x.kuk dh tkrh gS] 
tSls fd ϕ(n) = k A

çfrykse ;wyj QkbZ&Qyu esa] ,d /kukRed 
iw.kkaZd "k" fn;k tkrk gS vkSj bldk mís'; mu 
lHkh /kukRed iw.kkaZdksa n dk irk yxkuk gS ftlesa 
fd ϕ(n) = k gks A ;g la[;k&fl)kar esa ,d 
vkd"kZd leL;k gS A 

çfrykse ;wyj QkbZ&Qyu dk v/;;u djus esa 
eq[; pqukSfr;ksa esa ls ,d ;g gS fd lHkh lek/kkuksa  
dks [kkstus ds fy, dksbZ lw= ;k dyu&fof/k ugha 
gSA ge ;g Hkh ugha crk ldrs fd dksbZ lek/kku 
gksxk ;k ugha] vkSj vxj gS] rks fdrus lek/kku gSaA 
gkyk¡fd] dbZ fo'ks"k ekeys gSa ftudk foLrkj ls 
v/;;u fd;k x;k gSA mnkgj.k ds fy,] ;g Kkr 
gS fd ;fn k fo"ke gS] rks lehdj.k ϕ(n) = k dk 
dksbZ lek/kku ugha gSA

çfrykse ;wyj QkbZ&Qyu dk laca/k 
la[;k&fl)kar esa dbZ vU; egRoiw.kZ leL;kvksa 
ls gS] tSls fd dkjekbdy vVdy vkSj vHkkT; 
la[;kvksa dk v/;;uA bl dk;Z dks le>us esa gqbZ 
çxfr ds ckotwn] dbZ ç'u [kqys gSa vkSj vuqla/kku  
ds bl {ks= esa vHkh Hkh cgqr dke fd;k tkuk ckdh 
gSA

ifjHkk"kk 

;wyj QkbZ&Qyu fn, x, iw.kkaZd n ls de ds 
/kukRed iw.kkaZdksa dh x.kuk djrk gS tks n ds fy, 
vis{kk—r vHkkT; gSa] ftls ;wyj VksfV,aV Qyu 
¼Euler's Totient function½ [1] Hkh dgk tkrk gS] 

vkSj bls xzhd v{kj ϕ }kjk n'kkZ;k tkrk gSA

mnkgj.k ds fy,] ;fn n = 4 gS] rks 4 ls de 
iw.kkaZd 1]2]3 gSa vkSj muesa ls 1 vkSj 3 vis{kk—r 
4 ds fy, vHkkT; gSaA blfy,] ϕ¼4½ = 2 gSA blh 
rjg] ;fn n = 6] rks ϕ¼6½ = 2 gS] D;ksafd 1 vkSj 
5 dsoy 6 ds fy, vis{kk—r vHkkT; la[;k,¡ gSaA 
ijaijk ds vuqlkj] ge ϕ¼1½ = 1 ekurs gSaA 

QkbZ&Qyu fuEufyf[kr xq.kksa dks larq"V djrk 
gS%

1-  eku yhft, fd p ,d vHkkT; gS] rks ϕ¼p½ = 
p&1 vkSj ϕ¼pn ½ = pn&1¼p&1½ gS A 

2-  ϕ Qyu xq.kd ¼multiplicative½ gS] vFkkZr] 
;fn m vkSj n vis{kk—r vHkkT; gSa] rks ϕ¼m·n½ 
= ϕ(m) . ϕ(n) gksxkA 

3-  fdlh Hkh la[;k n =  p1l1 p2l2 ..... pi li] ds fy, 

 

जो 𝑛𝑛𝑛𝑛 के िलए अपे�ाकृत अभा� ह�। दूसरे श�ो ंम�, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) पूणा�क सं�ा 𝑘𝑘𝑘𝑘 है िजसम�  1 ≤  𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤  𝑛𝑛𝑛𝑛 है  और म. 
स. प (𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑛𝑛𝑛𝑛) =  1 है |  

प्रितलोम यूलर फ़ाई-फलन (Inverse Euler Phi-function) वह फलन है जो यूलर फ़ाई-फलन (Euler Phi-
function) का उ�ा है। यूलर फ़ाई-फलन म�, हम� एक सकारा�क मान "𝑛𝑛𝑛𝑛" िदया जाता  है, और इसके फलन 
की 𝑘𝑘𝑘𝑘 के �प म� गणना की जाती  है, जैसे िक 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 | 

प्रितलोम यूलर फ़ाई-फलन म�, एक धना�क पूणा�क "𝑘𝑘𝑘𝑘" िदया जाता है और इसका उ�े� उन सभी धना�क 
पूणा�को ं𝑛𝑛𝑛𝑛 का पता लगाना है िजसम� िक ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 हो | यह सं�ा-िस�ांत म� एक आकष�क सम�ा है |  

प्रितलोम यूलर फ़ाई-फ़ं�न का अ�यन करने म� मु� चुनौितयो ंम� से एक यह है िक सभी समाधानो ंको खोजने के 
िलए कोई सूत्र या कलन-िविध नही ंहै। हम यह भी नही ंबता सकते िक कोई समाधान होगा या नही,ं और अगर है, 
तो िकतने समाधान ह�। हालाँिक, कई िवशेष मामले ह� िजनका िव�ार से अ�यन िकया गया है। उदाहरण के िलए, 
यह �ात है िक यिद 𝑘𝑘𝑘𝑘 िवषम है, तो समीकरण  ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 का कोई समाधान नही ंहै। 

प्रितलोम यूलर फ़ाई-फलन का संबंध सं�ा-िस�ांत म� कई अ� मह�पूण� सम�ाओ ंसे है, जैसे िक कारमाइकल 
अटकल और अभा� सं�ाओ ंका अ�यन। इस काय� को समझने म� �ई प्रगित के बावजूद, कई प्र� खुले ह� और 
अनुसंधान के इस �ेत्र म� अभी भी ब�त काम िकया जाना बाकी है। 

पप��ररभभााषषाा : यूलर फ़ाई-फलन िदए गए पूणा�क 𝑛𝑛𝑛𝑛 से कम के धना�क पूणा�को ंकी गणना करता है जो 𝑛𝑛𝑛𝑛 के िलए 
अपे�ाकृत अभा� ह�, िजसे यूलर टोिटएंट फलन (Eulerʼs Totient function) [1] भी कहा जाता है, और इसे ग्रीक 
अ�र 𝜙𝜙𝜙𝜙 �ारा दशा�या जाता है। 

उदाहरण के िलए, यिद 𝑛𝑛𝑛𝑛 =  4 है, तो 4 से कम पूणा�क 1,2,3 ह� और उनम� से 1 और 3 अपे�ाकृत 4 के िलए 
अभा� ह�। इसिलए, ϕ(4) =  2 है | इसी तरह, यिद 𝑛𝑛𝑛𝑛 =  6, तो ϕ(6) = 2 है, �ोिंक 1 और 5 केवल 6 के िलए 
अपे�ाकृत अभा� सं�ाएँ ह�। परंपरा के अनुसार, हम ϕ(1) = 1 मानते ह�।  

फ़ाई-फलन िन�िल�खत गुणो ंको संतु� करता हैः  

1. मान लीिजए िक 𝑝𝑝𝑝𝑝 एक अभा� है, तो ϕ(𝑝𝑝𝑝𝑝) =  𝑝𝑝𝑝𝑝 − 1 और 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛−1(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 1) है |  
2. ϕ फलन गुणक (multiplicative) है, अथा�त।, यिद 𝑚𝑚𝑚𝑚 और 𝑛𝑛𝑛𝑛 अपे�ाकृत अभा� ह�, तो ϕ(𝑚𝑚𝑚𝑚 · 𝑛𝑛𝑛𝑛)  =  ϕ(𝑚𝑚𝑚𝑚)  ·
 ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) होगा |  
3. िकसी भी सं�ा 𝑛𝑛𝑛𝑛 =   𝑝𝑝𝑝𝑝1

𝑙𝑙𝑙𝑙1  𝑝𝑝𝑝𝑝2
𝑙𝑙𝑙𝑙2 ⋯𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑙𝑙𝑙𝑙𝐼𝐼𝐼𝐼  , के िलए 
ϕ(n) =  n �1 − 1

p1
� �1 − 1

p2
�⋯�1 − 1

pi
� है | 

4. जब 𝑛𝑛𝑛𝑛 >  2 हो, तो 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑛𝑛𝑛𝑛) हमेशा सम होता है। 

ऊपर विण�त गुणो ंका उपयोग करते �ए, िकसी भी िदए गए 𝑛𝑛𝑛𝑛 के िलए ϕ का मान िनधा��रत करना एक 
आसान काम है। हालांिक, समीकरण ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛)  =  𝑘𝑘𝑘𝑘 का समाधान खोजना, जहां 𝑘𝑘𝑘𝑘 एक िदया गया मान है, एक खुली 
सम�ा बनी �ई है िजसके िलए आगे की जांच की आव�कता है। वत�मान म�, कोई �ात सूत्र नही ंहै जो इस 
समीकरण के िलए एक समाधान समु�य प्रदान कर सकता है या िविश� प�र�स्थितयो ंम� एक समाधान के अ��� 
को िनधा��रत कर सकता है। 

कारमाइकल टोिटयंट फलन अटकल [2] एक िस�ांत है िजसका इस सम�ा से एक मजबूत संबंध है। यह बताता 
है िक यिद समीकरण  ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛)  =  𝑘𝑘𝑘𝑘 का समाधान है, तो समाधान समु�य म� कम से कम दो समाधान होते ह�। 
समीकरण के समाधान समु�य और उसके गुणो ंको समझने के िलए इस अटकल के मह�पूण� िनिहताथ� ह�।  

 

 

4-  tc n>2 gks] rks ϕ(n) ges'kk le gksrk gSA

Åij of.kZr xq.kksa dk mi;ksx djrs gq,] 
fdlh Hkh fn, x, n ds fy, ϕ dk eku fu/kkZfjr 
djuk ,d vklku dke gSA gkykafd] lehdj.k 
ϕ(n) = k dk lek/kku [kkstuk] tgka k ,d fn;k 
x;k eku gS] ,d [kqyh leL;k cuh gqbZ gS ftlds 
fy, vkxs dh tkap dh vko';drk gSA orZeku 
esa] dksbZ Kkr lw= ugha gS tks bl lehdj.k ds 
fy, ,d lek/kku leqPp; çnku dj ldrk gS ;k 
fof'k"V ifjfLFkfr;ksa esa ,d lek/kku ds vfLrRo dks  
fu/kkZfjr dj ldrk gSA

dkjekbdy VksfV;aV Qyu vVdy [2] ,d 
fl)kar gS ftldk bl leL;k ls ,d etcwr laca/k 
gSA ;g crkrk gS fd ;fn lehdj.k ϕ(n) = k dk 
lek/kku gS] rks lek/kku leqPp; esa de ls de nks 
lek/kku gksrs gSaA lehdj.k ds lek/kku leqPp; 
vkSj mlds xq.kksa dks le>us ds fy, bl vVdy 
ds egRoiw.kZ fufgrkFkZ gSaA 
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eq[; leL;k

ekuk fd A¼k½ leqPp; ¿n:ϕ(n) = kÀ dks 
n'kkZrk gSA ;g fdlh fn, x, k ds fy, çfrykse 
;wyj QkbZ&Qyu dk lek/kku leqPp; gSA

bl 'kks/k i= dk eq[; dk;Z ,oa /;ku bl 
lek/kku leqPp; dks <wa<us dh vksj gS rFkk bldh 
çeq[krk ij fVIi.kh djuk gSA

leL;k ij ekStwnk lkfgR;

çfrykse ;wyj QkbZ&Qyu dh leL;k yacs 
le; ls vKkr gSA ;wyj QkbZ&Qyu ds fy, 
lkekU; lw= Kkr gS] blfy, igyk –f"Vdks.k ;g 
lkspuk Fkk fd çfrykse Qyu dks fdlh fn, x, 
n ds fy, ijh{k.k }kjk gy fd;k tk ldrk gSA 
gkyk¡fd] pwafd lehdj.k dk dksbZ lek/kku ugha gks 
ldrk gS] dqN lek/kku ;k dbZ lek/kku gks ldrs gSa] 
blfy, ,slh ç.kkyh Li"V :i ls v{ke FkhA çkjaHk 
esa] xf.krKksa us ,d rkfydk cukus dh Hkh dksf'k'k 
dh ftlesa k ds fn, x, ekuksa ds fy, ϕ(n) = k  
dk lek/kku fn[kk;k x;k gSA bl –f"Vdks.k dh 
deh ;g Fkh fd gekjs ikl ϕ(n) = k ds fy, ,d 
lek/kku n gks ldrk gS tks [4] dh rkfydk esa 
'kkfey ugha gSA

çfrykse ;wyj QkbZ&Qyu dks gy djus ds 
fy, dqN fof/k;ksa dk çLrko fd;k x;k gS [5]A 
,d –f"Vdks.k ;g Fkk fd lcls igys nh xbZ la[;k 
k dks dqN laHkkfor dkjdksa k1] k2].....] kj esa bl 
rjg ls gy fd;k tk, fd dqN vHkkT; la[;kvksa 
p1] p2] .....] pj] ds fy,] gekjs ikl ϕ¼piei½ = ki] dqN 
ei ds fy, gS] vk;sA ϕ ds xq.kd xq.k dk mi;ksx 
djds] dksbZ Hkh n ds fy, ifj.kke ik ldsaA ,d vU; 
fof/k] ftlesa M(k) uked ,d la[;k çkIr djuk 
'kkfey Fkk rkfd lehdj.k ϕ(n) = k ds lHkh lek/kku  
blds Hkktd gksa] ftldks dkjekbdy us of.kZr 
fd;k Fkk [6]A lehdj.k ϕ(n) = k dks gy djus 
dh ,d lkekU; fof/k [7] esa çnku dh xbZ gSA ;g 

rduhd fdlh Hkh fLFkfr esa fcuk fdlh vko';drk 
ds n dh x.kuk djuk laHko cukrh gS] ysfdu ;g 
dsoy n ds NksVs ekuksa ds fy, okLro esa mi;ksxh gSA 
urhtru] Åij mfYyf[kr lHkh fof/k;ksa esa le; 
ysus ds vykok dqN vkSj dfe;ka Hkh gSaA

gekjk –f"Vdks.k

ge bl 'kks/k i= esa lehdj.k ϕ(n) = k ds 
lek/kku leqPp; dks fu/kkZfjr djus ds fy, fofHkUu 
–f"Vdks.k is'k dj jgs gSaA ge 'kq# esa fof'k"V çdkj 
ds k ds ekuksa ij /;ku dsafær djds cM+h leL;k dks 
NksVs esa foHkkftr djrs gSaA bl leL;k dks O;kid 
:i ls gy djus ds fy,] ge fuEufyf[kr ifj.kke 
çLrqr djrs gSa] tks k ds fofHkUu laHkkfor ewY;ksa dks 
'kkfey djrs gSaA

çes; 1% ;fn k = 2p gS] tgk¡ p ,d vHkkT; la[;k 
gS vkSj p ≥ 5 gS] rks AA¼k½A ;k rks 0 gS ;k 
fQj 2 gksxkA

çek.k% ekukfd n ,d ,slk /kukRed iw.kkaZd gS 
fd ϕ(n) = 2p gSA ekukfd α ,d vHkkT; 
la[;k gS fd αlA n vkSj αl+1 ∤ n] tgk¡ l ,d  
/kukRed iw.kkaZd gSA vadxf.kr ds ewyHkwr çes; 
}kjk] ge n dks n = αln' ds :i esa fy[k ldrs 
gSa] tgk¡ α vkSj n' lg&vHkkT; gSaA blds ckn] 
ge ϕ(n)=ϕ(αl )⋅ϕ(n')=αl-1(α-1)ϕ(n')=2p 
çkIr djrs gSaA pw¡fd nkfgus gkFk dh vksj 
,d&,d dh ?kkr ds lkFk nks vHkkT; dkjd 
gSa] blfy, ;g bl çdkj gS fd l dsoy 1 ;k 
2 ds cjkcj gks ldrk gSA

tc l = 1 gS% rc ϕ(n) = ¼α&1½ϕ¼n'½ gS vr%] 
¼α&1½|2pA pwafd ¼α&1½ ;k rks fo"ke ;k le gks 
ldrk gS] ;fn ;g fo"ke gS] rks α] 2 ds cjkcj 
gksuk pkfg,] tks ϕ¼n'½ = 2p] ewy leL;k dh vksj 
ys tkrk gSA blfy,] ;g fopkj lgk;d ugha gS] 
vkSj ge eku ysaxs fd ¼α&1½ le gSA pw¡fd ¼α&1½ 
le gS] gekjs ikl ¼α&1½ ;k rks 2 ;k 2p ds cjkcj 
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gSA ;g vkxs rkRi;Z nsrk gS fd α] 3 ;k ¼2p + 1½ 
ds cjkcj gS ;fn α = 3] rks ϕ¼α½ = 2 gksxk A ;g 
2ϕ¼n'½ = 2p nsrk gS] ftldk vFkZ gS] ϕ¼n'½ = p gS A

gkyk¡fd] ;g laHko ugha gS] blfy, ge fu"d"kZ 
fudkyrs gSa fd α]3 ds cjkcj ugha gks ldrk gSA 
;fn α = ¼2p+1½ gS rks bldk vFkZ gS fd ¼2p+1½ 
vHkkT; gS vkSj ϕ¼α½ = 2p gSA bl çdkj] gekjs ikl 
ϕ¼n'½ = 1 gS] ftldk rkRi;Z gS fd n' = 1 ;k 2 gSA 
blfy,] lek/kku n = ¼2p+1½ vkSj 2 ¼2p+1½ gSaA

tc l = 2 gS% tSlk fd ϕ¼α2 ½ = α¼α&1½ ;g 
bl çdkj gS fd α ¼α&1½ dks 2p dks foHkkftr 
djuk pkfg,A ;g Li"V gS fd α dsoy 2 ;k p ds 
cjkcj gks ldrk gSA ;fn α = 2] rks 2ϕ¼n'½ = 2p 
gksxkA gkyk¡fd] ϕ¼n'½] p ds cjkcj ugha gks ldrk 
gS] tks ,d fojks/kkHkkl dh vksj ys tkrk gSA ;fn α 
= p] rks ¼p&1½A 2 blfy,] gekjs ikl p = 2 ;k 3 
gksuk pkfg,] tks nksuksa laHko ugha gSaA

blfy,] k = 2p ds fy, tgka p ≥ 5] gekjs ikl 
|A¼k½| = 0 ;k 2 gSA lek/kku dsoy rHkh ekStwn gksrk 
gS tc ¼2p + 1½ ,d vHkkT; la[;k gksA 

/;ku nsa fd mijksä çes; esa] geus eku fy;k 
fd p>3 gSA gkyk¡fd] ;fn ge p = 3 ysrs gSa] rks 
gekjs ikl k = 6 vkSj |A (k)| = 4 gksxkA

,d ckj tc çek.k dk lkj le> esa vk tkrk 
gS] rks ;g Li"V gks tkrk gS fd çfrykse Qyu dk 
lek/kku k ds vHkkT; dkjdksa dh la[;k ls lacaf/kr 
gSA bl voyksdu dks k ds vU; ewY;ksa rd c<+k;k 
tk ldrk gS] tSls fd k = 2p2A okLro esa] ge bl 
ifj.kke dks lkekU;h—r dj ldrs gSa vkSj bls p ds 
fdlh Hkh ?kkr m ij ykxw dj ldrs gSaA lehdj.k 
ϕ(n) = 2pm ds fy,] tgk¡ p ≥ 5]0 ;k 2 lek/kku 
gks ldrs gSaA lek/kku dsoy rHkh ekStwn gksaxs tc 
¼2pm+1½ vHkkT; gksxk] vkSj os ¼2pm+1½ vkSj 2 
¼2pm+1½ gksaxsA

çes; 2% ;fn k = 2pq] p vkSj q fo"ke vHkkT; 
la[;k,¡ gSa] p>q, rks |A (k)| = 0 ;k 2 ;k 4 gksxkA

çek.k% gekjs ikl ϕ(n) = 2pq gSA eku yhft, fd 
α ,d vHkkT; la[;k gS vkSj l ,d /kukRed 
iw.kkaZd gS tSls fd αlA n vkSj αl+1 ∤ nA rc n 
dks n = αl·n' ds :i esa O;ä fd;k tk ldrk 
gSA bl çdkj] ϕ(n) = αl-1¼α&1½⋅ϕ¼n'½ gksxkA 
;g fn;k x;k gS fd ϕ(n) = 2pq] tks gesa  
αl-1¼α&1½A 2pq nsrk gSA pw¡fd nkfgus gkFk dh 
vksj rhu vHkkT; dkjd gSa ftuesa ls çR;sd 
esa ?kkr ,d gS] l dsoy 1 ;k 2 ds cjkcj gks 
ldrk gSA

ml ekeys ij fopkj djsa tgk¡ l = 1 gSA bldk 
rkRi;Z gS fd ¼α&1½] 2pq dks foHkkftr djrk gSA 
bl çdkj] ¼α&1½ ;k rks 2] 2p] 2q] ;k 2pq gks 
ldrk gSA gkyk¡fd] ;fn ¼α&1½ 2] 2p ;k 2q ds 
cjkcj gksxk] rks ;g bl çdkj gS fd ϕ¼n'½] 1 ls 
cM+h ,d fo"ke la[;k gksxh] tks ,d fojks/kkHkkl gSA 

nwljh vksj] ;fn α = ¼2pq + 1½ rks α vHkkT; 
gS vkSj ϕ¼α½ = 2pq gSA ;g ϕ¼n'½ = 1 dh vksj ys 
tkrk gS] ftldk vFkZ gS fd n′ dk eku 1 ;k 2 
ds cjkcj gSA blfy,] n ds fy, laHkkfor lek/kku 
¼2pq+1½ vkSj 2 ¼2pq+1½ gSaA

vc ml ekeys ij fopkj djsa tgk¡ l = 2 gSA 
bldk eryc gS fd α ¼α&1½]2pq dks foHkkftr 
djrk gSA ;g Li"V gS fd α dsoy 2] p ;k q ds 
cjkcj gks ldrk gSA gkyk¡fd] ;fn α = 2 gS] rks 
ϕ¼n'½]1 ls cM+h ,d fo"ke la[;k gksxh] tks vlaHko 
gSA

;fn α = p] rks ¼p&1½] 2q dks foHkkftr djrk 
gSA bldk rkRi;Z gS fd p ;k rks 3 ;k ¼2q+1½ ds 
cjkcj gSA ysfdu vxj p = 3] rks ϕ¼n'½ = q gksxk] 
tks ,d fojks/kkHkkl gSA nwljh vksj] ;fn p = ¼2q 
+ 1½ gS] rks ¼2q+1½ vHkkT; gS vkSj ϕ¼n'½ = 1 gSA 
;g n ds p2 ;k 2p2 gksus ds laHkkfor ekuksa dh vksj 
ys tkrk gSA
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;fn α = q gS] rks ¼q&1½]2p dks foHkkftr 
djrk gSA bldk rkRi;Z gS fd q ;k rks 3 ;k 
¼2p+1½ ds cjkcj gSA gkykafd] p>q ls q] ¼2p+1½ 
ds cjkcj ugha gks ldrk gSA blds vykok] ;fn q 
= 3] rks ϕ¼n'½ = p] tks ,d fojks/kkHkkl gSA 

blfy,] ;fn k = 2pq] rks |A(k)| dsoy 0]2] 
;k 4 gks ldrk gS] vkSj lek/kku dsoy rHkh ekStwn 
gksxk tc ¼2pq+1½ ,d vHkkT; la[;k gS ;k ;fn 
p = ¼2q+1½ gSA nwljs 'kCnksa esa] lek/kku bl çdkj 
gSa% ;fn ¼2pq+1½ ,d vHkkT; la[;k gS] rks n ;k rks 
¼2pq+1½ ;k 2 ¼2pq+1½ gks ldrk gS vkSj ;fn p 
= ¼2q+1½ gS rks n ;k rks p2 ;k 2p2 gks ldrk gSA 
blls lek/kku lekIr gks tkrk gSA 

fdlh Hkh la[;k esa vHkkT; la[;kvksa dk 
lkekU;hdj.k lh/kk gSA eku yhft, k = 2p1 p2 
p3···pi] tgk¡ p1 lcls cM+k vHkkT; dkjd gS] fQj 
;k rks 0] 2] ;k 4 lek/kku gksaxsA ;fn lek/kku  
ekStwn gSa] rks os ¼2p1 p2 p3···pi+ 1½ vkSj 2 ¼2p1 
p2 p3···pi+ 1½ gksaxs ;fn ¼2p1 p2 p3···pi+ 1½ 
vHkkT; gS ;k ¼p1

2 vkSj 2p1
2½ gksaxs ;fn p1 = 2p2 

p3···pi gSA 

gekjs fiNys fo'ys"k.k esa ,sls ekeyksa dks 'kkfey 
fd;k x;k Fkk tgk¡ k = ¼4m+2½ Fkk A vc ge 2 dh 
mPp ?kkr ls fuiVus dk y{; j[krs gSaA ge ml 
fo'ks"k ekeys dh tkap djds 'kq: djrs gSa tgk¡ k]2 
dh ?kkr gS] vFkkZr] k = 2l]l ,d /kukRed iw.kkaZd gSA 

;g Li"V gS fd leqPp; A ¼2l½ [kkyh ugha gSA 
ge vius fiNys fo'ys"k.k ls tkurs gSa fd ϕ¼2l+1 ½ = 2l  
gksrk gS] ftldk rkRi;Z gS fd ¼2l+1½ ∈ A¼2l½A 
blds vfrfjä] ¼3.2l½ ∈ A¼2l½] pwafd ϕ¼3.2l½ = 
2·2l-1 = 2l gksrk gSA blls ge ;g fu"d"kZ fudky 
ldrs gSa fd tc k = 2l] rks dkjekbdy dk vVdy 
ykxw gksrk gSA 

gekjk mís'; n ds lHkh laHkkfor ekuksa dks  
fu/kkZfjr djuk gS] tc ϕ(n) = 2l gSA ge ns[krs gSa 

fd ϕ(n) ds dkjd ds :i esa ,d fo"ke vHkkT; ugha 
gks ldrk gSA blfy, n esa 2 ls vf/kd ;k mlds 
cjkcj ?kkr dk ,d fo"ke vHkkT; ugha gks ldrk 
gS] D;ksafd blds dkjd ds :i esa ϕ¼pα½ = p¼α&1½  
¼p&1½ esa ,d fo"ke dkjd gksrk gSA ;fn n esa 2 ls 
vf/kd ;k mlds cjkcj ?kkr dk ,d fo"ke vHkkT; 
p gS] rks p¼α&1½]2l dks foHkkftr djrk gS] ftldk 
vFkZ gS p¼α&1½ = 1A bl çdkj] ge ;g fu"d"kZ 
fudky ldrs gSa fd n esa 2 ls vf/kd ;k mlds 
cjkcj ?kkr dk fo"ke vHkkT; ugha gks ldrk gSA

blds ckn] eku yhft, fd p] n dk ,d 
fo"ke vHkkT; dkjd gSA fQj] ϕ¼p½ = ¼p&1½] 2l 
dks foHkkftr djrk gS] ftldk vFkZ gS fd p ;k rks 
2 gS ;k dqN m ≤ l ds fy, ¼2m+1½ :i dk ,d 
vHkkT; dkjd gSA dsoy ik¡p Kkr QesZV vHkkT; 
la[;k,¡ gSa% 3] 5] 17] 257 vkSj 65537A blfy, n esa 
dsoy 2] 3] 5]17] 257 ;k 65537 ds vHkkT; dkjd 
gks ldrs gSaA blds vfrfjä n esa fo"ke vHkkT; 
la[;kvksa dh ?kkr 1 ls vf/kd ugha gks ldrh gSaA 
bl çdkj 3] 5] 17] 257 ;k 65537 dh ?kkr dsoy 
0 ;k 1 gks ldrh gSaA

la[;k n ;k rks fo"ke ;k fQj le gks ldrh 
gSA tc n le gksrk gS] rks bls n = 2¼γ+1½·3α1· 5α2 

·17α3· 257α4 ·65537α5 ds :i esa O;ä fd;k tk 
ldrk gS] tgka γ ≥ 0 vkSj αi lHkh i ds fy, 0 
;k 1 gSaA

pwafd ϕ(n) = 2l] gekjs ikl gS]

ϕ(2γ+1.3α1.5α2.17α3. 257α4.65537α5)=2l,

ϕ(2γ+1). ϕ(3α1). ϕ(5α2). ϕ(17α3). ϕ(257α4). 
ϕ(65537α5)=2l

bl çdkj] gesa 2¼γ+α1+2α2+4α3+8α4+16α5½ = 2l 
feyrk gS] ftldk vFkZ gS 
 γ+α1+2α2+4α3+8α4+16α5 = l-

blfy,] ;fn ϕ(n) = 2l vkSj n le gS] rks 
bls 2¼γ+1½ ⋅ 3α1 ⋅ 5α2 ⋅ 17α3 ⋅ 257α4 ⋅ 65537α5 
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ds :i esa fy[kk tk ldrk gS] tgka γ ≥ 0 
vkSj αi lHkh i ds fy, 0 ;k 1 gSa] 'krZ ds v/khu 
γ+α1+2α2+4α3+8α4+16α5 = l

tc n fo"ke gksrk gS] rks bls n = 3α1⋅5α2⋅17α3 
⋅257α4⋅65537α5 ds :i esa O;ä fd;k tk ldrk 
gS] tgka αi lHkh n ds fy, 0 ;k 1 gSaA

pwafd ϕ(n) = 2l] gekjs ikl gS% ϕ(n) = ϕ¼3α1 ⋅ 
5α2 ⋅ 17α3 ⋅257α4 ⋅ 65537α5½A ;g ϕ¼3α1½⋅ ϕ¼5α2½ 
⋅ ϕ¼17α3 ½⋅ ϕ¼257α4½ ⋅ ϕ¼65537α5½ = 2l nsrk gSA bls 
vkSj ljy cukrs gq,] gesa 2¼α1+2α2+4α3+8α4+16α5½ = 2l 
feyrk gS] ftldk vFkZ gS α1+2α2+4α3+8α4+16α5 = lA 

bl çdkj] ϕ(n) = 2l ds fy,] ;fn n fo"ke gS] 
rks ;g 3α1 ⋅5α2 ⋅ 17α3 ⋅ 257α4 ⋅ 65537α5 ds :i 
esa gS] αi lHkh i ds fy, 0 ;k 1 gS] 'krZ ds v/khu 
α1+2α2+4α3+8α4+16α5 = l A

vc gekjs ikl lehdj.k ϕ(n) = 2l ds fy, 
,d O;kid lek/kku gSA bls ,d çes; ds :i esa 
O;ä fd;k tk ldrk gSA

çes; 3%  fdlh /kukRed iw.kkaZd l ds fy, k = 2l ysaA 
rc lehdj.k ϕ(n) = k dk dksbZ Hkh lek/kku  
n bl :i dk gksrk gS%

1-  ;fn n le gS] rks n = 2γ+1 ⋅ 3α1 ⋅ 5α2 ⋅ 
17α3 ⋅ 257α4 ⋅ 65537α5] tgk¡ γ ≥ 0 vkSj 
αi ∈ ¿0]1À lHkh i ds fy,] 'krZ ds v/khu 
α1+2α2+4α3+8α4+16α5 = l gSA

2-  ;fn n fo"ke gS] rks n = 3α1 ⋅ 5α2 ⋅ 17α3 ⋅ 
257α4 ⋅ 65537α5] tgk¡ αi ∈ ¿0]1À] lHkh i ds 
fy,] 'krZ ds v/khu α1+2α2+4α3+8α4+16α5= 
l gSA

ifj.kke % k = 2l vkSj l ≤ 31 ds fy,] ϕ(n) = k 
dk ,d vuwBk fo"ke lek/kku gSA

ifj.kke % l ≤ 31 ds fy,] ϕ(n) = 2l ds fy, ¼l 
+ 2½ lek/kku gSaA

ifj.kke % k = 2l vkSj l ≥ 32 ds fy,] ϕ(n) = k 

ds fy, dksbZ fo"ke lek/kku ugha gSaA

çes; 4% l ≥ 32 ds fy,] ϕ(n) = 2l ds 32 lek/kku  
ekStwn gSaA

fujh{k.k% ;fn fdlh vHkkT; p ds fy, k = 2lp gS] 
rks |A(k = 2lp)| ds fy, Åijh lhek bl çdkj 
nh tk ldrh gS%

l ≤ 31 ds fy,%

चंूिक ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 , हमारे पास हैः  ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = ϕ(3α1 ⋅ 5α2 ⋅ 17α3 ⋅ 257α4 ⋅ 65537α5)।   यह  ϕ(3α1) ⋅ ϕ(5α2) ⋅
ϕ(17α3) ⋅ ϕ(257α4) ⋅ ϕ(65537α5) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙  देता है। इसे और सरल बनाते �ए, हम� 
2(α1+2α2+4α3+8α4+16α5) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 िमलता है, िजसका अथ� है α1 + 2α2 + 4α3 + 8α4 + 16α5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙।  

इस प्रकार, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए, यिद 𝑛𝑛𝑛𝑛 िवषम है, तो यह 3𝛼𝛼𝛼𝛼1 ⋅ 5𝛼𝛼𝛼𝛼2 ⋅ 17𝛼𝛼𝛼𝛼3 ⋅ 257𝛼𝛼𝛼𝛼4 ⋅ 65537𝛼𝛼𝛼𝛼5 के �प म� है, 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 
सभी 𝑖𝑖𝑖𝑖 के िलए 0 या 1 है, शत� के अधीन 𝛼𝛼𝛼𝛼1 + 2𝛼𝛼𝛼𝛼2 + 4𝛼𝛼𝛼𝛼3 + 8𝛼𝛼𝛼𝛼4 + 16𝛼𝛼𝛼𝛼5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 । 

अब हमारे पास समीकरण ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए एक �ापक समाधान है। इसे एक प्रमेय के �प म� �� िकया 
जा सकता है। 

प्रप्रममेेयय  33:: िकसी धना�क पूणा�क 𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 ल�। तब समीकरण ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 का कोई भी समाधान 𝑛𝑛𝑛𝑛 इस 
�प का होता हैः  

1. यिद 𝑛𝑛𝑛𝑛 सम है, तो  𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2γ+1 ⋅ 3α1 ⋅ 5α2 ⋅ 17α3 ⋅ 257α4 ⋅ 65537α5, जहाँ 𝛾𝛾𝛾𝛾 ≥  0 और 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈  {0,1} सभी 𝑖𝑖𝑖𝑖 
के िलए, शत� के अधीन α1 + 2α2 + 4α3 + 8α4 + 16α5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 है। 

2. यिद 𝑛𝑛𝑛𝑛 िवषम है, तो 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3𝛼𝛼𝛼𝛼1 ⋅ 5𝛼𝛼𝛼𝛼2 ⋅ 17𝛼𝛼𝛼𝛼3 ⋅ 257𝛼𝛼𝛼𝛼4 ⋅ 65537𝛼𝛼𝛼𝛼5, जहाँ 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈  {0,1}, सभी 𝑖𝑖𝑖𝑖 के िलए, शत� के 
अधीन 𝛼𝛼𝛼𝛼1 + 2𝛼𝛼𝛼𝛼2 + 4𝛼𝛼𝛼𝛼3 + 8𝛼𝛼𝛼𝛼4 + 16𝛼𝛼𝛼𝛼5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 है। 

पप��ररणणाामम  ::  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙  और 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≤  31 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 का एक अनूठा िवषम समाधान है। 

पप��ररणणाामम  ::  𝑙𝑙𝑙𝑙 ≤  31 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए (𝑙𝑙𝑙𝑙 +  2) समाधान ह�। 

पप��ररणणाामम  ::  𝑘𝑘𝑘𝑘 =  2𝑙𝑙𝑙𝑙 और 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≥  32 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 के िलए कोई िवषम समाधान नही ंह�। 

प्रप्रममेेयय  44::  𝑙𝑙𝑙𝑙 ≥  32 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के 32 समाधान मौजूद ह�। 

िनरी�णः  यिद िकसी अभा� 𝑝𝑝𝑝𝑝 के िलए 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝 है, तो �𝐴𝐴𝐴𝐴�𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝��के िलए ऊपरी सीमा इस प्रकार दी जा 
सकती हैः  

• 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≤  31 के िलएः  

�𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝�� ≤��𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝��
𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

+ ��𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖′𝑝𝑝𝑝𝑝��
𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝑖𝑖𝑖𝑖′=1

+ �𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑙𝑙𝑙𝑙+2

𝑗𝑗𝑗𝑗=2

 

इस शत� के अधीन िक �2�𝑙𝑙𝑙𝑙−𝑖𝑖𝑖𝑖′� + 1� एक अभा� है। 

• 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≥  32 के िलएः  
    �𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝�� ≤ ∑ �𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝��𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 + ∑ �𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖′𝑝𝑝𝑝𝑝��𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝑖𝑖𝑖𝑖′=1 + ∑ 𝑗𝑗𝑗𝑗33

𝑗𝑗𝑗𝑗=2 +   32∑ 1𝑙𝑙𝑙𝑙−31
𝑗𝑗𝑗𝑗′=1  

इस शत� के अधीन िक  �2�𝑙𝑙𝑙𝑙−𝑖𝑖𝑖𝑖′� + 1� एक अभा� है। 

 

िन�ष� और भावी काय� 

यूलर फ़ाई-फलन के प्रितलोम को खोजने की सम�ा, अ�यन का एक चुनौतीपूण� और आकष�क �ेत्र है। हालांिक 
वत�मान म� कोई सामा� समाधान मौजूद नही ंहै, हम कुछ िविश� मामलो ंके िलए इसे हल करने म� प्रगित करने 
म� स�म ह�। हमारे शोध ने कारमाइकल अटकल के साथ संबंधो ंका भी खुलासा िकया है और हम� उन मामलो ंम� 
समाधानो ंकी सं�ा पर ऊपरी सीमा स्थािपत करने की अनुमित दी है जहां पूण� समाधान हमारे पास नही ंह�। इन 
प्रगित के बावजूद, इस सम�ा के कई पहलू अभी भी ह� जो आगे की जांच के िलए खुले ह�। 

1. जब 𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑏𝑏𝑏𝑏!, िकसी प्राकृितक सं�ा 𝑏𝑏𝑏𝑏 के िलए, तो समीकरण ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 हमेशा हल करने यो� [8] होता है। 

bl 'krZ ds v/khu fd ¼2(l-i') +1½ ,d vHkkT; 
gSA

l ≥ 32 ds fy,%

चंूिक ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 , हमारे पास हैः  ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = ϕ(3α1 ⋅ 5α2 ⋅ 17α3 ⋅ 257α4 ⋅ 65537α5)।   यह  ϕ(3α1) ⋅ ϕ(5α2) ⋅
ϕ(17α3) ⋅ ϕ(257α4) ⋅ ϕ(65537α5) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙  देता है। इसे और सरल बनाते �ए, हम� 
2(α1+2α2+4α3+8α4+16α5) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 िमलता है, िजसका अथ� है α1 + 2α2 + 4α3 + 8α4 + 16α5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙।  

इस प्रकार, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए, यिद 𝑛𝑛𝑛𝑛 िवषम है, तो यह 3𝛼𝛼𝛼𝛼1 ⋅ 5𝛼𝛼𝛼𝛼2 ⋅ 17𝛼𝛼𝛼𝛼3 ⋅ 257𝛼𝛼𝛼𝛼4 ⋅ 65537𝛼𝛼𝛼𝛼5 के �प म� है, 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 
सभी 𝑖𝑖𝑖𝑖 के िलए 0 या 1 है, शत� के अधीन 𝛼𝛼𝛼𝛼1 + 2𝛼𝛼𝛼𝛼2 + 4𝛼𝛼𝛼𝛼3 + 8𝛼𝛼𝛼𝛼4 + 16𝛼𝛼𝛼𝛼5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 । 

अब हमारे पास समीकरण ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए एक �ापक समाधान है। इसे एक प्रमेय के �प म� �� िकया 
जा सकता है। 

प्रप्रममेेयय  33:: िकसी धना�क पूणा�क 𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 ल�। तब समीकरण ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 का कोई भी समाधान 𝑛𝑛𝑛𝑛 इस 
�प का होता हैः  

1. यिद 𝑛𝑛𝑛𝑛 सम है, तो  𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2γ+1 ⋅ 3α1 ⋅ 5α2 ⋅ 17α3 ⋅ 257α4 ⋅ 65537α5, जहाँ 𝛾𝛾𝛾𝛾 ≥  0 और 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈  {0,1} सभी 𝑖𝑖𝑖𝑖 
के िलए, शत� के अधीन α1 + 2α2 + 4α3 + 8α4 + 16α5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 है। 

2. यिद 𝑛𝑛𝑛𝑛 िवषम है, तो 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3𝛼𝛼𝛼𝛼1 ⋅ 5𝛼𝛼𝛼𝛼2 ⋅ 17𝛼𝛼𝛼𝛼3 ⋅ 257𝛼𝛼𝛼𝛼4 ⋅ 65537𝛼𝛼𝛼𝛼5, जहाँ 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈  {0,1}, सभी 𝑖𝑖𝑖𝑖 के िलए, शत� के 
अधीन 𝛼𝛼𝛼𝛼1 + 2𝛼𝛼𝛼𝛼2 + 4𝛼𝛼𝛼𝛼3 + 8𝛼𝛼𝛼𝛼4 + 16𝛼𝛼𝛼𝛼5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 है। 

पप��ररणणाामम  ::  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙  और 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≤  31 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 का एक अनूठा िवषम समाधान है। 

पप��ररणणाामम  ::  𝑙𝑙𝑙𝑙 ≤  31 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए (𝑙𝑙𝑙𝑙 +  2) समाधान ह�। 

पप��ररणणाामम  ::  𝑘𝑘𝑘𝑘 =  2𝑙𝑙𝑙𝑙 और 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≥  32 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 के िलए कोई िवषम समाधान नही ंह�। 

प्रप्रममेेयय  44::  𝑙𝑙𝑙𝑙 ≥  32 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के 32 समाधान मौजूद ह�। 

िनरी�णः  यिद िकसी अभा� 𝑝𝑝𝑝𝑝 के िलए 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝 है, तो �𝐴𝐴𝐴𝐴�𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝��के िलए ऊपरी सीमा इस प्रकार दी जा 
सकती हैः  

• 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≤  31 के िलएः  

�𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝�� ≤��𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝��
𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

+ ��𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖′𝑝𝑝𝑝𝑝��
𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝑖𝑖𝑖𝑖′=1

+ �𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑙𝑙𝑙𝑙+2

𝑗𝑗𝑗𝑗=2

 

इस शत� के अधीन िक �2�𝑙𝑙𝑙𝑙−𝑖𝑖𝑖𝑖′� + 1� एक अभा� है। 

• 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≥  32 के िलएः  
    �𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝�� ≤ ∑ �𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝��𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 + ∑ �𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖′𝑝𝑝𝑝𝑝��𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝑖𝑖𝑖𝑖′=1 + ∑ 𝑗𝑗𝑗𝑗33

𝑗𝑗𝑗𝑗=2 +   32∑ 1𝑙𝑙𝑙𝑙−31
𝑗𝑗𝑗𝑗′=1  

इस शत� के अधीन िक  �2�𝑙𝑙𝑙𝑙−𝑖𝑖𝑖𝑖′� + 1� एक अभा� है। 

 

िन�ष� और भावी काय� 

यूलर फ़ाई-फलन के प्रितलोम को खोजने की सम�ा, अ�यन का एक चुनौतीपूण� और आकष�क �ेत्र है। हालांिक 
वत�मान म� कोई सामा� समाधान मौजूद नही ंहै, हम कुछ िविश� मामलो ंके िलए इसे हल करने म� प्रगित करने 
म� स�म ह�। हमारे शोध ने कारमाइकल अटकल के साथ संबंधो ंका भी खुलासा िकया है और हम� उन मामलो ंम� 
समाधानो ंकी सं�ा पर ऊपरी सीमा स्थािपत करने की अनुमित दी है जहां पूण� समाधान हमारे पास नही ंह�। इन 
प्रगित के बावजूद, इस सम�ा के कई पहलू अभी भी ह� जो आगे की जांच के िलए खुले ह�। 

1. जब 𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑏𝑏𝑏𝑏!, िकसी प्राकृितक सं�ा 𝑏𝑏𝑏𝑏 के िलए, तो समीकरण ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 हमेशा हल करने यो� [8] होता है। 

चंूिक ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 , हमारे पास हैः  ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = ϕ(3α1 ⋅ 5α2 ⋅ 17α3 ⋅ 257α4 ⋅ 65537α5)।   यह  ϕ(3α1) ⋅ ϕ(5α2) ⋅
ϕ(17α3) ⋅ ϕ(257α4) ⋅ ϕ(65537α5) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙  देता है। इसे और सरल बनाते �ए, हम� 
2(α1+2α2+4α3+8α4+16α5) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 िमलता है, िजसका अथ� है α1 + 2α2 + 4α3 + 8α4 + 16α5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙।  

इस प्रकार, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए, यिद 𝑛𝑛𝑛𝑛 िवषम है, तो यह 3𝛼𝛼𝛼𝛼1 ⋅ 5𝛼𝛼𝛼𝛼2 ⋅ 17𝛼𝛼𝛼𝛼3 ⋅ 257𝛼𝛼𝛼𝛼4 ⋅ 65537𝛼𝛼𝛼𝛼5 के �प म� है, 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 
सभी 𝑖𝑖𝑖𝑖 के िलए 0 या 1 है, शत� के अधीन 𝛼𝛼𝛼𝛼1 + 2𝛼𝛼𝛼𝛼2 + 4𝛼𝛼𝛼𝛼3 + 8𝛼𝛼𝛼𝛼4 + 16𝛼𝛼𝛼𝛼5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 । 

अब हमारे पास समीकरण ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए एक �ापक समाधान है। इसे एक प्रमेय के �प म� �� िकया 
जा सकता है। 

प्रप्रममेेयय  33:: िकसी धना�क पूणा�क 𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 ल�। तब समीकरण ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 का कोई भी समाधान 𝑛𝑛𝑛𝑛 इस 
�प का होता हैः  

1. यिद 𝑛𝑛𝑛𝑛 सम है, तो  𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2γ+1 ⋅ 3α1 ⋅ 5α2 ⋅ 17α3 ⋅ 257α4 ⋅ 65537α5, जहाँ 𝛾𝛾𝛾𝛾 ≥  0 और 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈  {0,1} सभी 𝑖𝑖𝑖𝑖 
के िलए, शत� के अधीन α1 + 2α2 + 4α3 + 8α4 + 16α5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 है। 

2. यिद 𝑛𝑛𝑛𝑛 िवषम है, तो 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3𝛼𝛼𝛼𝛼1 ⋅ 5𝛼𝛼𝛼𝛼2 ⋅ 17𝛼𝛼𝛼𝛼3 ⋅ 257𝛼𝛼𝛼𝛼4 ⋅ 65537𝛼𝛼𝛼𝛼5, जहाँ 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈  {0,1}, सभी 𝑖𝑖𝑖𝑖 के िलए, शत� के 
अधीन 𝛼𝛼𝛼𝛼1 + 2𝛼𝛼𝛼𝛼2 + 4𝛼𝛼𝛼𝛼3 + 8𝛼𝛼𝛼𝛼4 + 16𝛼𝛼𝛼𝛼5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 है। 

पप��ररणणाामम  ::  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙  और 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≤  31 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 का एक अनूठा िवषम समाधान है। 

पप��ररणणाामम  ::  𝑙𝑙𝑙𝑙 ≤  31 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के िलए (𝑙𝑙𝑙𝑙 +  2) समाधान ह�। 

पप��ररणणाामम  ::  𝑘𝑘𝑘𝑘 =  2𝑙𝑙𝑙𝑙 और 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≥  32 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 के िलए कोई िवषम समाधान नही ंह�। 

प्रप्रममेेयय  44::  𝑙𝑙𝑙𝑙 ≥  32 के िलए, ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 2𝑙𝑙𝑙𝑙 के 32 समाधान मौजूद ह�। 

िनरी�णः  यिद िकसी अभा� 𝑝𝑝𝑝𝑝 के िलए 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝 है, तो �𝐴𝐴𝐴𝐴�𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝��के िलए ऊपरी सीमा इस प्रकार दी जा 
सकती हैः  

• 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≤  31 के िलएः  

�𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝�� ≤��𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝��
𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

+ ��𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖′𝑝𝑝𝑝𝑝��
𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝑖𝑖𝑖𝑖′=1

+ �𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑙𝑙𝑙𝑙+2

𝑗𝑗𝑗𝑗=2

 

इस शत� के अधीन िक �2�𝑙𝑙𝑙𝑙−𝑖𝑖𝑖𝑖′� + 1� एक अभा� है। 

• 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≥  32 के िलएः  
    �𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑝𝑝�� ≤ ∑ �𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝��𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 + ∑ �𝐴𝐴𝐴𝐴�2𝑖𝑖𝑖𝑖′𝑝𝑝𝑝𝑝��𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝑖𝑖𝑖𝑖′=1 + ∑ 𝑗𝑗𝑗𝑗33

𝑗𝑗𝑗𝑗=2 +   32∑ 1𝑙𝑙𝑙𝑙−31
𝑗𝑗𝑗𝑗′=1  

इस शत� के अधीन िक  �2�𝑙𝑙𝑙𝑙−𝑖𝑖𝑖𝑖′� + 1� एक अभा� है। 

 

िन�ष� और भावी काय� 

यूलर फ़ाई-फलन के प्रितलोम को खोजने की सम�ा, अ�यन का एक चुनौतीपूण� और आकष�क �ेत्र है। हालांिक 
वत�मान म� कोई सामा� समाधान मौजूद नही ंहै, हम कुछ िविश� मामलो ंके िलए इसे हल करने म� प्रगित करने 
म� स�म ह�। हमारे शोध ने कारमाइकल अटकल के साथ संबंधो ंका भी खुलासा िकया है और हम� उन मामलो ंम� 
समाधानो ंकी सं�ा पर ऊपरी सीमा स्थािपत करने की अनुमित दी है जहां पूण� समाधान हमारे पास नही ंह�। इन 
प्रगित के बावजूद, इस सम�ा के कई पहलू अभी भी ह� जो आगे की जांच के िलए खुले ह�। 

1. जब 𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑏𝑏𝑏𝑏!, िकसी प्राकृितक सं�ा 𝑏𝑏𝑏𝑏 के िलए, तो समीकरण ϕ(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 हमेशा हल करने यो� [8] होता है। 

bl 'krZ ds v/khu fd ¼2(l-i') +1½ ,d vHkkT; 
gSA

fu"d"kZ vkSj Hkkoh dk;Z

;wyj QkbZ&Qyu ds çfrykse dks [kkstus dh 
leL;k] v/;;u dk ,d pqukSrhiw.kZ vkSj vkd"kZd 
{ks= gSA gkykafd orZeku esa dksbZ lkekU; lek/kku 
ekStwn ugha gS] ge dqN fof'k"V ekeyksa ds fy, 
bls gy djus dh vksj vxzlj gSaA gekjs 'kks/k us 
dkjekbdy vVdy ds lkFk laca/kksa dk Hkh [kqyklk 
fd;k gS vkSj gesa mu ekeyksa esa lek/kkuksa dh la[;k 
ij Åijh lhek LFkkfir djus dh vuqefr nh gS 
tgka iw.kZ lek/kku gekjs ikl ugha gSaA bl çxfr ds 
ckotwn] bl leL;k ds dbZ igyw vHkh Hkh gSa tks 
vkxs dh tkap ds fy, [kqys gSaA

1-  tc k = b!] fdlh çk—frd la[;k b ds fy,] 
rks lehdj.k ϕ(n) = k ges'kk gy djus ;ksX; 
[8] gksrk gSA



lkSHkkX; f=ikBh ,oa vfer 'kekZ  Þçfrykse ;wyj QkbZ&Qyu dh vo/kkj.kkß

59;wthlh ds;j lwph esa vuqeksfnr 'kks/k tuZy foKku izdk'k] ISSN : 1549-523-X, o"kZ% 21] vad 4] vDVwcj & fnlEcj 2023

k 1! 2! 3! 4! 5! 6!
|A(k)| 2 3 4 10 17 49
k 7! 8! 9! 10! 11! …
|A(k)| 93 359 1138 3802 12124 …
blds vykok] lek/kku n dh la[;k cgqr rsth ls 
c<+rh gS] ftldk dkj.k Kkr ugha gSA

Åij nh xbZ rkfydk n ds fy, lek/kkuksa dh 
la[;k fn[kkrh gS] tc k = b!, b = 1, 2,  …, 11 gSA 

2-  Qyu f: N → N] ds :i esa ifjHkkf"kr f (b) = 
|A (b! )|, #fp dk fo"k; gSA loky ;g gS fd 
D;k ;g Qyu ,d c<+rk gqvk Qyu gSA ;g 
Hkh ns[kk x;k gS fd b = 4 ls 11 ds fy,] k = 
¼b!&2½ ysus ls lehdj.k vulqy>k gks tkrk 
gSA loky ;g gS fd D;k ;g xq.k lHkh b ≥ 
4 ds fy, lgh gSA

3-  fdlh fn, x, k ds fy,] ;g laHko gS fd m 
vkSj ¼m + 1½ nksuksa lehdj.k ϕ(n) = k [9] ds 
lek/kku gksaA loky ;g gS fd D;k ,sls vuar 
tksM+s gSaA ;fn ugha] rks m dk lcls cM+k eku 
D;k gS ftlds fy, ϕ(m) = ϕ¼m+1½\ ,sls 
fdrus tksM+s gSa\ D;k ,sls tksM+s ds vfLrRo dk 
dksbZ iSVuZ gS\

'kks/k i= esa ç;qä vaxzsth 'kCnksa dh lekukFkZd 
fganh 'kCnkoyh

Alphabetically Sorted 
Terminology in 
English

o.kZekyk vuqØfer 
fganh 'kCnkoyh

Carmichael Totient 
Function

dkjekbdy VksfV,aV 
Qyu

Conjecture vVdy 
Euler- Phi Function ;wyj – QkbZ Qyu
Inverse Euler- Phi 
Function

çfrykse ;wyj – QkbZ 
Qyu

Number Theory la[;k fl)kar 
Prime Factorization vHkkT; xq.ku[kaMu 
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